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Градиент критерия качества оптимизации 
в задаче управления системой с квазилинейным 
параболическим уравнением 


Рассматривается определение градиента целевого функционала в задаче оптимизации системы, 
описываемой квазилинейным параболическим дифференциальным уравнением в цилиндрической системе 
координат. Найдено аналитическое выражение для расчета градиента неявно заданного функционала. 
Градиент выражается через решение соответствующего линейного уравнения параболического типа. 


Пусть в цилиндрической области У=[0, ^]*[0,7] функция /(7,2) удовлетворяет 
квазилинейному параболическому уравнению 


Ге) 1 о Ги) 
«ре 2 [в Л Г - =0, (2 ея (1 
с граничными условиями: 
Гй) Ги) 
ы = 0, ея = №, ел т=Ю =—(л-х) 
И |"=0 2=0 Гй) Г 0<2<2 
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чай = и(2), =, 2:Р= В, <2<Й}. (2) 
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Здесь а«(Р), В(Г) — непрерывные или кусочно-непрерывные функции, у, /, 
 -константы, 0<2<7, д Е (0,2). 

Это уравнение характерно для задач оптимизации установившихся процессов 
нагрева или охлаждения бесконечного цилиндрического стержня с неоднородными, 
зависящими от температуры, характеристиками материала стержня. Для подобных 
задач характерны целевые функционалы, состоящие из многих критериев, отражающих 
состояние различных процессов внутри объекта. 

Задачу оптимального управления сформулируем следующим образом. Необходимо 
в граничном условии (2) найти гладкую функцию и(2), доставляющую минимум 
многокритериальному целевому функционалу 


д 9("—›,)0 (2—2, "а" а + ж| [9 (- 1,)0 (2-2, "а" + 


в 7 2 2 и Р 
=. 2) 9("-н) 6(=- =, )" ана + до [| 1+(Р)ак, (3) 
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где У, -Х. - весовые коэффициенты, определяющие степень влияния того или 
иного критерия на функционал (3), и Е (0, К), 7, Е (К) ве (2,2) ‚[- — штрафная 
функция. Тета-функции определяют области задания того или иного функционала. 

Конкретный вид штрафной функции может быть произвольным. Выбор функции 
1, — это дело вкуса и интуиции каждого исследователя. Различают три типа штрафных 
функций — внешние, внутренние и смешанные. Первые из них должны возрастать 
(штрафовать решение) при нарушении ограничения. Вторые же возрастают при прибли- 
жении к границе допустимого множества состояний и достигают бесконечно большой 
величины на границе. Смешанные штрафы обеспечивают конечное возрастание функции 
1. при приближении и при переходе через границу допустимого множества [1-3]. 

Будем использовать внешнюю штрафную функцию, которая должна возрастать 
(штрафовать решение) при нарушении ограничения. Внешний штраф определяется в 
виде функции: 


= а (4) 
0, а 


где /„, — максимально допустимое значение функции /(г,7). 


Наиболее эффективными методами оптимизации являются прямые экстремаль- 
ные методы [4], [5]. Они используют градиент целевого функционала для итерацион- 
ных коррекций искомого управления. 

В данной работе получим аналитическое выражение градиента целевого 
функционала Л(и). Методом определения градиента в настоящей работе является 
модернизированный классический метод множителей Лагранжа [4]. 

Уравнение (1) для более компактных дальнейших преобразований с целью 
получения градиента У./Л удобно записать в виде: 


«5 - ав (В) ата )=0, дет. (5) 
Граничные условия (2) имеют вид: 


&та4 Л =0, Л 


0<2<й 


вв =» 84 = -Л) 


0<2<2\ 
этаЯ м (6) 


Теперь перейдем к определению градиента У.Л. Уравнение (5), линеаризован- 
ное относительно д Г ЕО(х) ‚, имеет вид: 


ва. _6 05 р, 
оба 2! Фу свята У — Ват 5 =0 =0(5). (1) 


Граничные условия принимают вид: 


этаа 9 Г =0, ОХ 


0<2<й 
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стад 6 }|, =би. (8) 
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Линеаризованный функционал (3) принимает вид: 
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+.) 


а производная штрафной функции (4) имеет вид: 


Г = Е: 
ь 0, я ы р : 
Для отображения линеаризованного уравнения (7) в пространство К введем 


линейный функционал йе (5). Умножим скалярно данный функционал на 
уравнение (7): 


где 


(10) 


КИ 
= [ педнаё = 0 ЕР. (11) 
00 
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Преобразуем данное выражение к виду скалярного произведения относительно 
вариации 6/ . Для этого необходимо преобразовать следующие слагаемые: 
297 _ Орад ОЙ 
ра ры у а 
@ 8 02 02 


Эт; 
| 5 эта4 га = до би 7 — отаа й ота4 тор: 


Л 
РАВ этаа 5) = (В этаа 5/)- ап В этаа #9Г)+ Ав В эта #)5у. 


Полученные дополнительные слагаемые, содержащие оператор дивергенции, в 
соответствии с теоремой Остроградского — Гаусса легко интегрируются по г и по 2 в 
выражении (11). Окончательно, с учетом (8), выражение (11) принимает вид: 


выд Пение _1 ° [2 овВолох бы 


02 ОЁ0д2 гди\ д") Одди дк 
2 7 Я В 
+2 вв бань (12) 
0 Г | 2 ОР 0 


| у 52 [85/ Веер в) 


[97 дг 92 92 дг 


ии + а к, + в -в) 
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Теперь можно объединить выражение (12) с линеаризованным функционалом (9). 
Для того, чтобы избавиться от компоненты градиента У./ ‚, принадлежащей сопряжен- 
ному пространству состояний ©, потребуем: 


1 ы об овох ой = (13) 
гдк\ дн 02 ОЛ дгдг О0/У02 
дй Ой - 
д" а =-(2х, +0") (п), 
"|. 9» й дк 
Ву, 59" )6( ") 27 
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При этом вариация целевого функционала (3) принимает вид: 


97 = - | пбиаё а (15) 
5 


откуда следует, что градиент — это функция 


УЛ= 1 на 5. (16) 
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Градиент (16) целевого функционала (3) находится через решение Йй линейной 
сопряженной задачи (13) с граничными условиями (14). Очевидно, что данная задача 
так же имеет эллиптический тип, как и исходная (1). 

Таким образом, в работе найдено аналитическое выражение для расчета гра- 
диента У./ от неявно заданного функционала /(и) для задачи оптимального управле- 


ния. Градиент У.Л выражается через решение соответствующего линейного уравнения 
того же типа, что и исходное уравнение. 
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Градент критер!ю якост! оптим1зацй у завданн! керування системою з квазлЙним 
параболчним рвнянням 

Розглядаеться визначення градента щльового функцонала у завданн! оптимзацй системи, яка 
описуеться квазллиййним параболлчним диференщальним равнянням. Отримано аналтичний вираз 
для розрахунку градента неявно заданого функцонала. Градент виражаеться через вирипення 
вдпов!дного ле Йного р1вняння парабол!чного типу. 


№А. Уоюат, Г.К. Той, Уи.Г. Вегезоу\й 

СтафепЕ о? ОцаШу ОрйбпитаНоп СгНентоп т е ТазК оЁ Сопбго! ш Фе Бует Сопиго! РгоЫет уу 
Опа$Шпеаг Рагабойс ЕдиаН7айоп 

Реегилтайоп о ога Чет оЁ Ваушс а зресла| ригрозе апсНопа]| 15 ехатте ш Фе 1а5К оЁ орйпихайоп оЁ 
Фе зу$ет, дезсгое рагабоПс @1егепНа] едиаПтаНоп. Апа!уНса] ехргезз1юп 1$ Юипа гг Фе сайсайоп оЁ 
отаЧепе оЁ её лпсйопа]. А отаЧепи 1$ ехргеззе4 ФгоизН Фе 4ес1з1оп оЁ Фе ргорег Ппеаг едпаПтаНоп оЁ 
рагабоПс фуре. 


Статья поступила в редакцию 10.07.2008. 
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